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Théorème de Rice pour les machines de Turing

▶ Modèle : machines de Turing M sur {0, 1}
▶ Sortie : fonction calculée f (M) : {0, 1}∗ ↛ {0, 1}∗

▶ Toute propriété f −1(P) ni vide ni pleine
est indécidable [Rice’51].

▶ Réduction de : Arrêt de M′(ε)

▶ Outil de combinaison: “ ;”

M′(ε) ne s’arrête pas 7→ f (M) ;
M′(ε) s’arrête 7→ ⊥{0,1}.

⊥{0,1} est Π0
1-inséparable de f (M).

construction :
Sur l’entrée u ∈ {0, 1}∗

Calcule M′(ε);
Renvoie M(u);
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Théorème à la Rice pour le λ-calcul

▶ Modèle : λ-terme M

▶ Sortie : β-classe [M]β := {N|N ∼β M}

▶ Toute propriété P/β ni vide ni pleine
est indécidable [Scott’63, Curry’69].

▶ Outil de combinaison: if :λxx ; true :λxλyx ; false :λxλyy

paradoxe à la Russel-Turing.



Théorème à la Rice pour le λ-calcul

▶ Modèle : λ-terme M

▶ Sortie : β-classe [M]β := {N|N ∼β M}
▶ Toute propriété P/β ni vide ni pleine

est indécidable [Scott’63, Curry’69].

▶ Outil de combinaison: if :λxx ; true :λxλyx ; false :λxλyy

paradoxe à la Russel-Turing.



Théorème à la Rice pour le λ-calcul

▶ Modèle : λ-terme M

▶ Sortie : β-classe [M]β := {N|N ∼β M}
▶ Toute propriété P/β ni vide ni pleine

est indécidable [Scott’63, Curry’69].
▶ Outil de combinaison: if :λxx ; true :λxλyx ; false :λxλyy

paradoxe à la Russel-Turing.



Théorème à la Rice pour le λ-calcul

▶ Modèle : λ-terme M

▶ Sortie : β-classe [M]β := {N|N ∼β M}
▶ Toute propriété P/β ni vide ni pleine

est indécidable [Scott’63, Curry’69].
▶ Outil de combinaison: if :λxx ; true :λxλyx ; false :λxλyy

paradoxe à la Russel-Turing.



Théorèmes à la Rice pour les pavages

▶ Modèle : jeu T de tuile | projection π : T → A
▶ Sortie : sofique K(T , π) := π(X (T )) ⊂ AZ2

, où X (T ) := {pavages valides}

▶ Toute propriété K−1(P) ni vide ni pleine
est indécidable [Carrasco’24].

▶ Réduction de : Pavabilité par T ′

▶ Outil de combinaison:

T ′ pave 7→ K(T , π) ;
T ′ ne pave pas 7→ ∅.

construction :
T × T ′, π ◦ π0 .
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Théorèmes à la Rice pour les pavages
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rem : X−1(0Z
2
) est décidable.



Théorèmes à la Rice pour les pavages

▶ Modèle : motifs interdits F ⋐ T ∗∗

▶ Sortie : trace τ(X (F)), où X (F) := {pavages valides}
▶ Toute propriété (τX )−1(P) ni vide ni pleine

est indécidable [G.’10].
▶ Réduction de : Pavabilité par T ′

▶ Outil de combinaison: × étalé | marqueurs

T ′ pave 7→ T Z ;
T ′ ne pave pas 7→ ∅.

construction :
T ′ · Xσ · (∞w∞)

Z ⊔ T
| marqueurs.
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aussi : [Carrasco’24, Delvenne-Blondel’04, Cervelle-Durand’04, Lafitte-Weiss’08]



Théorèmes à la Rice pour les AC

▶ Modèle : AC (A, r , f : A2r+1 → A)

▶ Sortie : ensemble limite Ω(A, r , f ) :=
⋃

t∈N F t(AZ), où F (x)i = f (xi+J−r ,rK)

▶ Toute propriété Ω−1(P) ni vide ni pleine
est indécidable [Kari’94].

▶ Réduction de : Nilpotence (avec 0 envahissant) de F ′

▶ Outil de combinaison: amalgamation ∪

F ′ nilpotent 7→ Ω(F )
F ′ non nilpotent 7→ · · ·

construction :
F ∪ F ′

marqueurs
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construction :
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Théorèmes à la Rice pour les AC

▶ Modèle : AC ({0, 1}, r , f : {0, 1}2r+1 → {0, 1})
▶ Sortie : ensemble limite Ω(A, r , f ) :=

⋃
t∈N F t({0, 1}Z), où F (x)i = f (xi+J−r ,rK)

▶ Toute propriété Ω−1(P) ni vide ni pleine ni Ω−1({0, 1}Z)
est indécidable [G.-G.Richard’10].

▶ Réduction de : Nilpotence (avec 0 envahissant) de F ′

▶ Outil de combinaison:

F ′ nilpotent 7→ Ω(F )
F ′ non nilpotent 7→ · · · indépendant de F

construction :
F ∪ F ′ ⋊ S

marqueurs

rem : Ω−1({0, 1}Z) est décidable.
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Théorèmes à la Rice pour les AC

▶ Modèle : AC (A, r , f : A2r+1 → A)

▶ Sortie : ensemble µ-limite Ωµ(A, r , f ) :=
{
x
∣∣ ∀i , j ,F tµ([xJi ,jJ]) ̸→ 0

}
, où

F (x)i = f (xi+J−r ,rK)

▶ Toute propriété Ω−1
µ (P) ni vide ni pleine

est indécidable [Delacourt’11].
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marqueurs



Théorèmes à la Rice pour les AC

▶ Modèle : AC (A, r , f : A2r+1 → A)

▶ Sortie : ensemble limite générique ω̃(A, r , f ) :=
⋂

D(W ) gras W , où
F (x)i = f (xi+J−r ,rK)

▶ Toute propriété ω̃−1(P) ni vide ni pleine
est indécidable [Delacourt’21].
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Théorèmes à la Rice pour les AC

▶ Modèle : AC ({0, 1}, r , f : {0, 1}2r+1 → {0, 1})
▶ Sortie : trace limite τ(A, r , f ) := {(F t(x)0)t∈N| x ∈ Ω(F )}, où

F (x)i = f (xi+J−r ,rK)

▶ Toute propriété τ−1(P) ni vide ni pleine
est indécidable [Cervelle-Formenti-G.’10].

▶ Réduction de : Nilpotence (avec 0 envahissant) de F ′

▶ Outil de combinaison: × étalé | marqueurs
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F ′ non nilpotent 7→ · · ·

construction :
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▶ Outil de combinaison: × étalé | marqueurs

F ′ nilpotent 7→ Ω(F )
F ′ non nilpotent 7→ · · ·

construction :
F · F ′ · σ
marqueurs

aussi : [di Lena-Margara’09, G.’08, Cervelle’02]



Théorèmes à la Rice pour les graphes succincts

▶ Modèle : circuit booléen C
▶ Sortie : graphe succinct G(C) degré 1

▶ Toute propriété G−1(P), avec P FO ni finie ni cofinie
est NP-dure ou coNP-dure [Gamard-G.-Perrot-Theyssier’20].

▶ Réduction de : SAT
▶ Outil de combinaison: ⊔ | ⊔2 | ⊕

aussi : [Gamard-G.-Perrot-Theyssier’20]
→ Réseaux d’Automates Booléens. . .
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